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Abstract
Another solution to a system of linear Diophantine equations is presented.
The idea stands on the work of Gilbert and Pathria eliminating some defects
in their solution.
1 ????
??????????????????????????????????
????????? x2+ y2 = z2 ?????? x, y, z??????????
?????????????????????????? 1???????
???????????:
a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2
· · · = · · ·
am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm
 (1)
??? ai,j ? bi ?????????????????? x1, ..., xn ????
??????????????????????m < n?????????
??????? 1?
????????????? m = 1 ????????????????
????????????????????? m > 1 ?????????
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〔論　説〕
??????? 2???????? Gilbert-Pathria?????????? [7] ?
???????????? 1?????????????????????
??????????????????????????????????
?? 3????????????????????????????????
??????????????????????????????????
?????????????????????:
• (M)i,j : ??M ? i, j ??
• ⌊α⌋ : ??? (?? α??????????)
• a | b : a? b?????? (ak = b????? k?????)
• a mod b : a? b (b > 0)?????? (a = bq+ r (0 ≤ r < b)??? r)
?????????????????????????????????
?????? b > 0?????????? 4?b < 0???????????
?????????????????????????????? b > 0?
????? mod ???????
2 ??
??????????????
a1,1x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = b1
0x1 + a2,2x2 + 0x3 + 0x4 = b2
(2)
???????????????????? a1,1 | b1, a2,2 | b2 ??????
???????? x1 = b1/a1,1, x2 = b2/a2,2??x3, x4??????????
? (1)???????????????????????????????
??????????????????M ???????????(M)i,j =
0 (i ̸= j)?????????
???????????????????? (??????????)??
??????????M ?????????????
2?? [2] ????m = 2?????????????????
3??????????????????????
4????? [1, 2, 3, 4] ??
— 2 —
?? 1? Diophantus???
(a) M ????? i??i??????????????????????
?????????
(b) M ?????????????????????????
(c) M ???? 2??????????? 2????????????
???????????????????????????????????
??? (b)??? (c)?????????????????????????
M ????????
??????????????????(b)? (c)???????????
????(a)?????????????????: i??? j ????? vi
??? vj ??????? (a)???? j ??? i??? k?????? j ?
?? vj + kvi ????????? i??? −k ?????????????
??????????
(c)? (a)? (b)?????????????????????????
?? i?? j ?? ??
S0 vi vj ????
S1 vi vi + vj ?? S0? j ??? i??????
S2 −vj vi + vj ?? S1? i???? j ?????
S3 −vj vi ?? S2? j ??? i??????
S4 vj vi ?? S3? i??????????
?????????????????????
M ?????????????M ′ ????????M ?M ′ ????
????????????????M ∼M ′ ?????
???????????????????????? 1??? 1????
???????
?? 1. ??? (?????? 0???)????m× n?????M ??
a′1,1 ̸= 0, a′1,j = 0 (j = 2, ..., n), a′i,1 = 0 (i = 2, ...,m)
????????????????? a′i,j = (M
′)i,j ????
??: ??????????????????????:
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• ?? : ?????? 0??
• “:=” : ??
???? ai,j = (M)i,j ????M ????????????????
? 5?????????????????????????????? STEP
??????
STEP1: a1,k (k = 1, ..., n)??????????????????????
????a1,k (k = 1, ..., n)????0?????????? a1,i ?????
1?? i??????????? a1,k (k = 2, ..., n)??? 0???? STEP2
??????????????????:
nk := ⌊a1,k/a1,1⌋, a′i,k = ai,k − nkai,1 (k = 2, ..., n)
??? a ???? i ? 1, ...,m ??????? a′1,k = a1,k mod a1,1 ???
?????????????????M ′ ???M ????STEP1????
a1,1 ?????????????
STEP2: i = 2, ...,m ???? ai,1 mod a1,1 ?????ai,1 mod a1,1 ̸= 0 ?
?? i????? ai,1 := ai,1 mod a1,1 ???1??? i?????????
STEP1????a1,1 ?????????????ai,1 mod a1,1 ̸= 0??? i
???????? STEP3????
STEP3: ???????????M ′ ????????
?? 1?? m× n?????M ??????M ′ ?????????
??: ?? 1????M ?
a′1,1 0 0 · · · 0
0 ∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗ · · · ∗
???????????? ∗???????????????M ? (2???
2?????)????????? 2???????????????3???
4???????????????????
5???????????? (0????) ???????????
— 4 —
?? 1? Diophantus???
?? 1: ??????????????????????????????
??????????????????????????? e1, e2, ...???
? ei|ei+1 (i = 1, 2, ...)??????????????????????? 1
??????????????????????????????????
???????????????????? 6?Kurosh??????????
?????????????????????????? (?????)??
????? 7?????????????????
?? 2: Gilbert-Pathria????????????????????????
???????????????????????????????????
????
?? 1. ??
(
5 6 8
6 −11 7
)
???????
?: ????????????????? 1??????????????
??????:(
5 6 8
6 −11 7
)
∼
(
5 6 8
1 −17 −1
)
∼
(
0 91 13
1 −17 −1
)
∼
(
0 91 13
1 0 0
)
∼
(
0 0 13
1 0 0
)
∼
(
1 0 0
0 0 13
)
∼
(
1 0 0
0 13 0
)
???????????:(a),?:(a),?:(a),?:(a),?:(c),?:(c)??????
? (???)??:(a)???????????? (a)????????????
??
??????????????????????????????E ??
????Ii,j ????? i, j ? 1??????? 0???????????
? Ii,j ?
I2i,i = Ii,i, I
2
i,j = 0 (i ̸= j)
???????? 0????????
6Waerden [6] p.148
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i,j = 0 (i ̸= j)
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MIi,j ?M ?????????????j ??????? 0??j ???
? M ? i ????????????? M ? i ??? k ?? j ?????
???? M(E + kIi,j) ??????E + kIi,j ?????????????
E − kIi,j ??????
(E + kIi,j)(E − kIi,j) = E2 + kIi,j − kIi,j + k2I2i,j = E
????
M ? i?????????????E−2Ii,i??????????E−2Ii,i
?????????????????????????:
(E − 2Ii,i)(E − 2Ii,i) = E − 4Ii,i + 4I2i,i = E
M ? 2??????????? (c)??(a)? (b)????????????
??????????????????????????
?????????M ???????????????????????
?????
?? 1????(
1 0
−1 1
)(
5 6 8
6 −11 7
)
=
(
5 6 8
1 −17 −1
)
??????????????????????
(
0 91 13
1 0 0
)
1 0 0
0 1 0
0 −7 1
 =
(
0 0 13
1 0 0
)
??????
? (1)???? Ax = b ???????? A ? m × n (n > m) ????
ai,j = (A)i,j ?????? x? n× 1???? xi = (x)i ????b?m× 1
???? bi = (b)i ??????? A, x, b????? Aˆxˆ = bˆ?????
???????????? Aˆ?????????
A ∼ Aˆ? A? Aˆ???????????????????:
Aˆ = SkSk−1 · · ·S1AT1T2 · · ·Tl
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?? 1? Diophantus???
??? S∗ (∗ = 1, ..., k)???????????m×m?????????
T∗ (∗ = 1, ..., l)??????????? n× n???????
?????????????????????????????????
????????????????????????????????:
??? Ax = b?
(SkSk−1 · · ·S1)A(T1T2 · · ·Tl)(T1T2 · · ·Tl)−1x = (SkSk−1 · · ·S1)b
?????????? Aˆxˆ = bˆ?????
xˆ = (T1T2 · · ·Tl)−1x, bˆ = (SkSk−1 · · ·S1)b
????bˆ???????? Aˆ????????xˆ??????????? xˆ
?? x = T1T2 · · ·Tlxˆ???? x???????????????????
n× n????? E ?????? x = ET1T2 · · ·Tlxˆ??? 8?
???
E(l) = ET1T2 · · ·Tl, A(l) = AT1T2 · · ·Tl
?????A?? A(l) ???????E ?? E(l) ???????????
? T1, T2, ..., Tl ??? 9?????? A????????? b??????
?????????? A?????????? xˆ?? x????????
??? Eˆ ?????????? b? bˆ?????????
???? 1????????????????????????????
????????????????? “∗”????????Aˆ???????
????????? “ 0 0 · · · 0 ”???? 0???????????????
???????????????? eˆi,j = (Mˆ)i,j ??????? Eˆ = E(l)
? x = Eˆxˆ???????????????????
?? 3: Gilbert-Pathria ? b1, ..., bm ??????????????????
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? 1: ???? (?: ???, ?: ???)
a1,1 · · · a1,n b1
a2,1 · · · a2,n b2
· · · · · ·
am,1 · · · am,n bm
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · ·
0 0 · · · 1
?
∗ 0 · · · 0 bˆ1
0 ∗ · · · 0 bˆ2
· · · · · ·
0 0 · · · 0 bˆm
eˆ1,1 · · · eˆ1,n
eˆ2,1 · · · eˆ2,n
· · ·
eˆn,1 · · · eˆn,n
? (1)????????????????????????????????
?????????????
5x1 + 6x2 + 8x3 = 1
6x1 − 11x2 + 7x3 = 9
(3)
??????????? 2??? 11????????????
x1 = xˆ1 + xˆ2 + 10xˆ3, x2 = xˆ3, x3 = xˆ2 − 7xˆ3
??????????? xˆ1 + 0xˆ2 + 0xˆ3 = 8, 0xˆ1 + 13xˆ2 + 0xˆ3 = −39 ?
xˆ1 = 8, xˆ2 = −3????xˆ3 ????????????? k???????
??
x1 = 5 + 10k, x2 = k, x3 = −3− 7k
??? 12?
???????????...
11??? Gilbert-Pathria??????????????????
12?????? Gilbert-Pathria?? x1 = −5 + 10k, x2 = −1 + k, x3 = 4 − 7k ?? (??
??) ?????k → k + 1???????????????????????
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